
第 章 定态微扰论

现实中大部分物理问题都是无法解析求解的，我们通常采用近似方法来处理。根

据物理实验仪器具体性质，我们可以使用类似于或接近待求解物理问题的已知理论模

型来研究这些不可求解的问题。如果这些理论模型是简单并且可解析求解时，我们可

以将实验设备和已知理论模型之间的差异视作为对已知理论模型的微扰，利用已知理

论模型的解析解来逐级逼近待求解的物理问题，这就是我们下面要讨论的“微扰论”。

对于所研究的量子体系，假设总哈密顿量的薛定谔方程是无法求解的或非常难以得到

精确解。如果总哈密顿算符的各部分具有不同的数量级，其主要部分可以精确求解，

我们便可先略去次要部分，对主要部分求出其薛定谔方程的精确解；再从主要部分的

精确解出发，把略去的次要部分对系统的影响逐级考虑进去，从而得出逐步接近于原

来问题精确解的各级近似解。早在量子力学诞生之前，在经典物理中人们已经采用微

扰论来求解太阳系的多体动力学问题。经典物理中人们经常忽视微扰论，但在量子力

学中微扰论却是占有异常重要的地位。这是因为（ ）量子力学中课求解的模型比经

典物理中少很多；（ ）量子力学中微扰论更加简单强大。

一般而言，我们可以将总哈密顿量分解为主体和微扰两部分的根据是物理体系中

含有一个无量纲的小参数。主体部分与这个微小参数无关，但微扰部分包含这个小参

数。例如，量子电动力学（ ，简称为 ）就是一个非常

好的范例。 中的小参数就是精细结构常数 α

α =
e2

4πϵoh̄c
≈ 1
137

.

当 α→ 0 也即 e→ 0 时，光子和电子是自由粒子，没有相互作用，故而体系课精确

求解。当 α ! 0 时，各种物理量可以展开为 α 的幂级数。

!
在创立量子波力学理论之后不久，薛定谔于 年在另一篇论文里发表了微扰理

论 。在论文中薛定谔特别提到约翰·斯特拉特——第三代瑞利男爵——先前的研

究 。瑞利勋爵曾经在弦的谐振动的微扰研究中得到突破性的结果。微扰理论时常又

被称为瑞利 薛定谔微扰理论。



第 章 定态微扰论

微扰展开

设所研究物理体系的哈密顿算符为

Ĥλ = Ĥ0+λŴ ,

其中 Ĥ0 是未受微扰体系的哈密顿算符，而 Ŵ 表示微扰作用项，其中 λ 是人为引入

的标记微扰作用的无量纲参数。可以将 Ĥλ 想象成带有旋钮的仪器，旋钮扭到 时，

λ = 0，Ĥλ = Ĥ0；旋钮扭到 时，λ = 1，Ĥλ = Ĥ0+ Ŵ。假设已知 Ĥ0 的本征函数和

本征值，下面我们从 Ĥ0 出发求解 Ĥλ 的本征函数 φk 和相应的本征值 Ek。因为“仪

器”是 λ 的连续函数，我们猜测 ψk 和 Ek 都是 λ 的连续函数，所以我们可以将它们

展开为 λ 的幂级数形式

Ek = E
(0)
k +λE

(1)
k +λ2E

(2)
k + · · ·

ψk = ψ
(0)
k +λψ

(1)
k +λ2ψ

(2)
k + · · · ,

其中 ψ
(0,1,2,··· )
k 都是待定态矢量，而 E

(0,1,2,··· )
k 是合适的系数。如果我们缓慢地将旋钮

调回到 （λ = 0），此时系统将恢复到未受微扰的状态，此时测量体系的能量将得到

E
(0)
k 和相应的波函数 ψ

(0)
k ，即

ψk
λ→0−−−−→ ψ

(0)
k , Ek

λ→0−−−−→ E
(0)
k .

将 Ek 和 ψk 代入到薛定谔方程

Ĥλψk = Ekψk

可得

(
Ĥ0+λŴ

)(
ψ
(0)
k +λψ

(1)
k +λ2ψ

(2)
k + · · ·

)

=
(
E
(0)
k +λE

(1)
k +λ2E

(2)
k + · · ·

)(
ψ
(0)
k +λψ

(1)
k +λ2ψ

(2)
k + · · ·

)

因为上式对于任意 λ 都成立，所以要求上式左右两侧的 λ 相同幂数的级数前系数相

等，即

λ0 : Ĥ0ψ
(0)
k = E

(0)
k ψ

(0)
k

λ1 : Ĥ0ψ
(1)
k + Ŵψ

(0)
k = E

(0)
k ψ

(1)
k +E

(1)
k ψ

(0)
k

或 f

λ2 : Ĥ0ψ
(2)
k + Ŵψ

(1)
k = E

(0)
k ψ

(2)
k +E

(1)
k ψ

(1)
k +E

(2)
k ψ

(0)
k

或
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(2)
k =

(
E
(1)
k − Ŵ

)
ψ
(1)
k +E

(2)
k ψ

(0)
k ,

其中 λ0 的系数方程就是未受微扰系统的能量本征方程。



微扰展开

一级微扰

为求解 E
(1)
k ，我们用

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ 标记 λ1 系数方程得

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣Ĥ0 −E(0)
k

∣∣∣ψ(1)
k

〉
= −

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

k

〉
+E

(1)
k .

利用 Ĥ0 的厄米性和能量本征方程，上式左方为零，所以

E
(1)
k =

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

k

〉
.

这说明，能量的一级微扰修正是微扰项在未受微扰系统的本征态中的平均值。

在一些物理问题中，由于对称性要求，一级微扰可以是零。例如无限深势阱中的

带电粒子，当施加一个微弱外电场（E）时，带电粒子获得一个静电势能 V (x) = −qEx。
将这个微弱势能看作为微扰，我们可以计算其一级微扰贡献。因为无限深势阱的能量

本征函数具有特定的宇称，所以在一级微扰水平上，能量的修正为 ，

E
(1)
k = −qE

〈
u
(±)
k

∣∣∣x
∣∣∣u(±)

k

〉
= 0.

原则上我们可以计算无穷级的微扰贡献，实际研究工作中计算量随着微扰展开阶数而

迅速增加。所以具体要算到哪一个微扰阶数是取决于实验精度。如果理论计算精度已

经超出实验探测水平，那么我们就没有必要在计算更高阶数的贡献了。当一级微扰为

零时，我们需要计算二阶能量修正。

由 λ2 系数式可知 E
(2)
k 依赖于 ψ

(1)
k ，所以我们需要求解 ψ

(1)
k 。因为 Ĥ0 的本征函

数组

{∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉}
是完备的，所以可以将

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
展开为

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
的线性组合

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
=

∑

m

a
(1)
m

∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
,

代入到 λ1 系数方程中得
(
Ĥ0 −E(0)

k

)∑

m

a
(1)
m

∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
=

∑

m

a
(1)
m

(
E
(0)
m −E(0)

k

) ∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
=

(
E
(1)
k − Ŵ

) ∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
.

用
〈
ψ
(0)
n

∣∣∣∣ 标积上式得

∑

m

a
(1)
m

(
E
(0)
m −E(0)

k

)〈
ψ
(0)
n

∣∣∣∣ψ
(0)
m

〉
= E

(1)
k δnk −

〈
ψ
(0)
n

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ0

k

〉
.

对 m 求和后仅有 m = n 项不为零，所以当 n ! k 时

a
(1)
n =

〈
ψ
(0)
n

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

k

〉

E
(0)
k −E

(0)
n

≡
(
Ŵ

)
nk

E
(0)
k −E

(0)
n

.
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然而当 n = k 时，等式（ ）恒成立，所以 a
(1)
k 无法确定。幸运地是，我们可以

通过要求微扰修正后的波函数的归一化条件来确定 a
(1)
k ，并可得到 a

(1)
k = 0

下面我们求解 a
(1)
k 。微扰后波函数的归一化条件给出

1 =
〈
ψk

∣∣∣ψk
〉
=

〈
ψ
(0)
k +λψ

(1)
k +O(λ2)

∣∣∣∣ψ
(0)
k +λψ

(1)
k +O(λ2)

〉

= 1+λ
(〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
+

〈
ψ
(1)
k

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉)
+O(λ2),

它要求 〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
+

〈
ψ
(1)
k

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
= 0,

即
〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
是纯虚数。因为

∣∣∣ψk
〉
的相位具有一个总体的相位不确定性，所以我们

可以定义 ∣∣∣ψ′k
〉
= eiαλ

∣∣∣ψk
〉
, 其中 α 是实常数。

∣∣∣ψ′k
〉
和

∣∣∣ψk
〉
完全等价。将

∣∣∣ψ′k
〉
按照 λ 展开

∣∣∣ψ′k
〉
=

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
+λ

∣∣∣∣ψ
′(1)
k

〉
+ · · · ,

其中

∣∣∣∣ψ
′(1)
k

〉
=

d
∣∣∣ψ′k

〉

dλ

∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

=
d
dλ

(
eiαλ

∣∣∣ψk
〉)
∣∣∣∣∣∣∣
λ=0

= iα
∣∣∣∣ψ

(0)
k

〉
+

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
.

所以
∣∣∣ψ′k

〉
在

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
方向的投影因子 a

′(1)
k 是

a
′(1)
k =

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ψ
′(1)
k

〉
= iα+

〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
.

因为
〈
ψ
(0)
k

∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
是个纯虚数，所以我们可以通过选择特定 α 使得 a

′(1)
k = 0。这种特

殊的相位选取使得波函数的一级微扰修正始终和零级波函数正交。我们在线性代数中

已经看到这样的例子。例如，一个半径为 的矢量 r⃗，其矢量末端在 |⃗r | = 1 的球面

上。将 r⃗ 在球面上移动时，其一阶微小改变垂直于 r⃗ 方向，即 δr⃗ ⊥ r⃗。

这种相位选取自由度源自于 λ 的系数方程。按照微扰论，λ 的系数方程为

λ0 : Ĥ0ψ
(0)
k = E

(0)
k ψ

(0)
k

λ1 :
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(1)
k =

(
E
(1)
k − Ŵ

)
ψ
(0)
k

λ2 :
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(2)
k =

(
E
(1)
k − Ŵ

)
ψ
(1)
k +E

(2)
k ψ

(0)
k .

对微扰波函数做如下变换

ψ
(m)
k −−−−−→ ψ

(m)
k + εψ

(0)
k ,



微扰展开

并不改变 λ 系数方程。例如

λ1 :
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
(ψ

(1)
k + εφ

(0)
k ) =

(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(1)
k

λ2 :
(
Ĥ0 −E(0)

k

)
(ψ

(2)
k + εφ

(0)
k ) =

(
Ĥ0 −E(0)

k

)
ψ
(2)
k ,

...

所以我们所得微扰波函数总存在一个自由度 ε，选择
〈
ψ
(m)
k

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
= 0 将固定 ε = 0。

这种选取符合“微扰论”精神。因为 ψ
(m)
k ≪ ψ

(0)
k ，所以归一化后的 ψ

(m)
k 中沿着 ψ

(0)
k

方向的分量都是高阶小量。

我们将波函数用微扰展开后看一下波函数微扰修正分量的贡献。将微扰修正后的

波函数写作未受微扰波函数 ψ
(0)
k 的线性组合

∣∣∣ψk
〉
=
∞∑

j=1

akjψ
(0)
j = akkψ

(0)
k +

∑

j!k

akjψ
(0)
j ,

其中各项系数可以按照 λ 展开如下：

akk = a
(0)
kk +λa

(1)
kk +λ2a

(2)
kk + · · ·

akj = λa
(1)
kj +λ2a

(2)
kj + · · ·

归一化要求

1 =
〈
ψk

∣∣∣ψk
〉
= |akk |2+

∑

j!k

∣∣∣akj
∣∣∣2

=
∣∣∣∣a
(0)
kk

∣∣∣∣
2
+

∑

j

(
λa

(1)
kj + · · ·

)2

=
∣∣∣∣a
(0)
kk

∣∣∣∣
2
+O(λ2).

所以在忽略 λ2 贡献后
∣∣∣∣a
(0)
kk

∣∣∣∣
2
= 1，这意味着 a

(1)
kk = 0。

小结：当 Ĥ0 的本征函数 ψ
(0)
k 没有简并时，一级微扰贡献为

E
(1)
k =

〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

φ
(1)
k =

∑

i!k

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

E
(0)
k −E

(0)
i

∣∣∣∣φ
(0)
i

〉
.

二级微扰

二级微扰满足 λ2 系数方程
(
Ĥ0 −E(0)

k

) ∣∣∣∣ψ
(2)
k

〉
=

(
E
(1)
k − Ŵ

) ∣∣∣∣ψ
(1)
k

〉
+ E

(2)
k

∣∣∣∣ψ
(0)
k

〉
.
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用
〈
φ
(0)
k

∣∣∣∣ 标积上式并利用

(
Ĥ0 −E(0)

k

) ∣∣∣∣φ
(0)
k

〉
= 0,

〈
φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
= 0

可得

E
(1)
k

✟✟✟✟✟✟✟✯
0〈

φ
(0)
k

∣∣∣∣φ
(1)
k

〉
−
〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(1)

k

〉
+E

(2)
k = 0,

即

E
(2)
k =

〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(1)

k

〉
=

∑

i!k

∣∣∣∣∣
〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉∣∣∣∣∣
2

E
(0)
k −E

(0)
i

此二级能量修正依赖于 Ĥ0 的除 φ
(0)
k 之外的全部本征函数，可以将其改写为

E
(2)
k =

∑

i!k

1

E
(0)
k −E

(0)
i

〈
φ
(0)
k

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

i

〉〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉
.

明显，当
∣∣∣∣ψ

(0)
k

〉
是基态时，二级能量修正总是负值，因为 E

(0)
i > E

(0)
k 。

我们可以将此二级能量修正近似视作是从 E
(0)
k 能级发射和吸收某种“虚粒

子”——永远无法测量的粒子——所引起的能量修正。在 Ŵ 微扰作用下，该虚粒子从

E
(0)
k 态和 E

(0)
i 态之间跃迁。注意：在非相对论量子力学中，波函数中包含了物理体

系的完整信息，此处提及的虚粒子仅仅是为了便于理解问题。

微扰收敛性

为保证微扰论成立，要求微扰矩阵元远小于相应两能级之差，即

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

E
(0)
i −E

(0)
k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≪ 1.

当微扰贡献可以改变整个物理图像时，无法将 Ŵ 视作为微扰。

另一方面微扰伦成立还要求二级能量修正中对各态求和是收敛的，但通常很难证

明这一点。如果在能量很高的态
∣∣∣∣ψ

(0)
i

〉
（E

(0)
i ≫ E

(0)
k ）中，微扰矩阵元

〈
φ
(0)
i

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)

k

〉

并没有非常迅速地减少来保证对各台求和收敛，那么此二级微扰就产生一个发散项，

通常被称作为“紫外发散”。如果在 E
(0)
k 能级附近存在无穷个（或连续的）态函数，

其能量满足 |E(0)
i − E

(0)
k | ∼ 0，那么对这些态函数求和将导致另一类发散项，称作为

“红外发散”。



定态微扰的一般性公式

两能级系统

设一个两能级系统的非微扰能量本征值为 E
(0)
1 和 E

(0)
2 ，其本征函数分别为 |1⟩和

|2⟩。考虑二级修正后，两个能级的能量为

δE1 =
〈
1
∣∣∣Ŵ

∣∣∣1
〉
+

∣∣∣∣
〈
2
∣∣∣Ŵ

∣∣∣1
〉∣∣∣∣
2

E
(0)
1 −E

(0)
2

,

δE2 =
〈
2
∣∣∣Ŵ

∣∣∣2
〉
−

∣∣∣∣
〈
1
∣∣∣Ŵ

∣∣∣2
〉∣∣∣∣
2

E
(0)
1 −E

(0)
2

,

所以二级微扰贡献对这两个能级的能量修正相等，符号相反，通常人们称之为“能级

排斥”。

定态微扰的一般性公式

现在我们总结一下微扰论的公式。令 Ĥ0 为未受微扰时系统的哈密顿算符，其第

n 个能级的本征态和本征值为
∣∣∣n(0)

〉
和 E

(0)
n ，满足如下的薛定谔方程

Ĥ0

∣∣∣∣n(0)
〉
= E

(0)
n

∣∣∣∣n(0)
〉
, 其中

〈
n(0)

∣∣∣∣n(0)
〉
= 1.

令 Ŵ 表示对 Ĥ0 系统的一个小微扰量，整个系统的哈密顿算符是

Ĥ = Ĥ0+ Ŵ .

微扰论的标准方法是引入一个无量纲参数 λ 来标记微扰项的各级贡献，

Ĥλ = Ĥ0+λŴ ,

最终我们令 λ = 1 来得到整体系统的解。我们的目标是从 Ĥ0 的本征函数和本征值出

发，通过微扰论来逐级逼近 Ĥ 的本征值和本征函数。

令 En 和 |n⟩ 是系统整体哈密顿 Ĥλ 的第 n 个能级的能量本征值和本征函数，即

Ĥλ |n⟩= En |n⟩ , 其中 ⟨n |n⟩= 1.

因为 λ 是小参数，所以我们假设 En 和 |n⟩ 可以展开为 λ 的级数形式

En = E
(0)
n +λE

(1)
n +λ2E

(2)
n + · · · ,

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉
+λ

∣∣∣∣n(1)
〉
+λ2

∣∣∣∣n(2)
〉
+ · · · ,

其中 E
(j)
n 和

∣∣∣n(j)
〉
是待定的展开系数。将上式带入到薛定谔方程中可得

(
Ĥ0+λŴ

)(∣∣∣∣n(0)
〉
+λ

∣∣∣∣n(1)
〉
+λ2

∣∣∣∣n(2)
〉
+ · · ·

)
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=
(
E
(0)
n +λE

(1)
n +λ2E

(2)
n + · · ·

)(∣∣∣∣n(0)
〉
+λ

∣∣∣∣n(1)
〉
+λ2

∣∣∣∣n(2)
〉
+ · · ·

)
.

因为 λ 的各级幂级数都是线性无关，所以要求各级幂级数的系数必须满足如下的系

数方程

λ0 : Ĥ0

∣∣∣∣n(0)
〉
= E

(0)
n

∣∣∣∣n(0)
〉

λ1 :
(
Ĥ0 −E(0)

n

) ∣∣∣∣n(1)
〉
= −Ŵ

∣∣∣∣n(0)
〉
+ E

(1)
n

∣∣∣∣n(0)
〉

λ2 :
(
Ĥ0 −E(0)

n

) ∣∣∣∣n(2)
〉
= −Ŵ

∣∣∣∣n(1)
〉
+ E

(2)
n

∣∣∣∣n(0)
〉
+E

(1)
n

∣∣∣∣n(1)
〉

...

λj :
(
Ĥ0 −E(0)

n

) ∣∣∣∣n(j)
〉
= −Ŵ

∣∣∣∣n(j−1)
〉
+

j∑

k=1

E
(k)
n

∣∣∣∣n(j−k)
〉

同样我们将 |n⟩ 的归一化条件按照 λ 展开

1 =
〈
n(0)

∣∣∣∣n(0)
〉

+ λ
(〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉)

+ λ2
(〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉)
+ · · ·

要求 λ 的各级幂级数相互抵消可得如下归一化条件

λ0 :
〈
n(0)

∣∣∣∣n(0)
〉
= 1,

λ1 :
〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0,

λ2 :
〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= 0,

...

λj :
j∑

k=0

〈
n(j−k)

∣∣∣∣n(k)
〉
= 0 .

求解上述方程将会遇到不确定的波函数相位选取的问题，为了简化计算，我们约定〈
n(0) |n⟩ 是实数。因为

〈
n(0) |n⟩= 1+λ

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
+λ2

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
+ · · · ,

又因为 λ 是实数，所以相位约定要求
〈
n(0)

∣∣∣∣n(j)
〉
=

〈
n(j)

∣∣∣∣n(0)
〉
.

我们首先考虑 Ĥ0 所有的本征函数都是非简并的，简并情况我们下节课再详细讨

论。微扰论的精神是“逐级逼近”，求解各级微扰的贡献实质上是一个迭代过程，例

如第 j 级微扰贡献要依赖于第 j − 1 级微扰贡献。下面我们将微扰计算的具体过程总
结为以下四点：
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对第 n 能级能量的 j 级微扰修正 E
(j)
n

我们用
〈
n(0)

∣∣∣ 标积 λj 的系数方程可得

E
(j)
n =

〈
n(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(j−1)

〉
−

j−1∑

k=1

E
(k)
n

〈
n(0)

∣∣∣∣n(j−k)
〉
,

其中等式右边各式的级数都小于 j，我们求解 j 级修正之前已经得到它们的具

体信息。

对第 n 能级波函数的 j 级微扰修正 a
(j)
n

将第 j 级微扰对波函数的修正（
∣∣∣n(j)

〉
）在 Ĥ0 本征函数集上展开

∣∣∣∣n(j)
〉
=

∑

m

〈
m(0)

∣∣∣∣n(j)
〉 ∣∣∣∣m(0)

〉
≡

∑

m

a
(j)
m

∣∣∣∣m(0)
〉
.

当 m ! n 时，用
〈
m(0)

∣∣∣ 标积公式（ ）中的 λj 项后得

a
(j)
m ≡

〈
m(0)

∣∣∣∣n(j)
〉
= −

〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(j−1)

〉

E
(0)
m −E(0)

n

+
j−1∑

k=1

E
(k)
n

〈
m(0)

∣∣∣n(j−k)
〉

E
(0)
m −E(0)

n

,

这就是第 j 级波函数修正在第 m 个非微扰本征矢方向上的投影。

确定
〈
n(0)

∣∣∣n(j)
〉
分量

我们采用归一化来确定未知的
〈
n(0)

∣∣∣n(j)
〉
分量，即第 j 级波函数修正在第 n 个

非微扰本征矢方向上的投影。

a
(j)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(j)
〉
= −1

2

j−1∑

k=1

〈
n(j−k)

∣∣∣∣n(k)
〉
.

我们需要从j = 1开始，采用上述的 步来迭代求解各级微扰修正，直到得

到所需的精度为止。计算所有微扰修正后，我们可以构造 Ĥλ 的第 n 能级的本

征值和本征函数：

En =
∞∑

j=0

λjE
(j)
n = E

(0)
n +λE

(1)
n +λ2E

(2)
n + · · · ,

和

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉 ∞∑

j=0

〈
n(0)

∣∣∣∣n(j)
〉
+

∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉 ∞∑

j=0

〈
m(0)

∣∣∣∣n(j)
〉

=
∣∣∣∣n(0)

〉[
1+λ

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
+λ2

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
+ · · ·

]

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉[
λ
〈
m(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
+λ2

〈
m(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
+ · · ·

]
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下面我们利用上面的公式推导第一级和第二级微扰修正的贡献。为简化公式，我

们引入如下符号：

Wmn ≡
〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(0)

〉
, Emn ≡ E

(0)
m −E(0)

n .

第一级和第二级微扰修正的贡献如下：

第一级微扰修正

取 j = 1，公式（ ）给出对第 n 个能级的微扰修正为

E
(1)
n = Vnn

a
(1)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −Wmn

Emn

a
(1)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0,

因为

j = 1 :
〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
= 0.

第二级微扰修正

取 j = 2，将第一级微扰结果代入到公式（ ）可得

E
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉
= −

∑

m!0

|Wmn|2
Emn

,

a
(2)
m =

〈
m(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −

〈
m(0)

∣∣∣Ŵ
∣∣∣n(1)

〉

Emn
−WnnWmn

E2
mn

=
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

a
(2)
n =

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= −1

2

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
= −1

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

,

因为

j = 2 :
〈
n(2)

∣∣∣∣n(0)
〉
+

〈
n(1)

∣∣∣∣n(1)
〉
+

〈
n(0)

∣∣∣∣n(2)
〉
= 0.

相位约定要求
〈
n(0)

∣∣∣∣n(1)
〉
=

〈
n(1)

∣∣∣∣n(0)
〉
.

能量本征值和本征函数为

En = E
(0)
n +λWnn −λ2

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

+O(λ3),

和

|n⟩ =
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
λ2

2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

+O(λ3)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−λ

Wmn

Emn
+λ2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑

m′!n

Wmm′Wm′n

Emn −Em′n
−WmnWnn

E2
mn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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忽略 O(λ3) 项的贡献并令 λ = 1，我们得到包含二级微扰修正的能量本征值和

波函数如下：

En ≈ E
(0)
n +Wnn −

∑

m!n

|Wmn|2
Emn

,

|n⟩ ≈
∣∣∣∣n(0)

〉⎡⎢⎢⎢⎢⎣1−
1
2

∑

m!n

|Wmn|2
E2
mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

+
∑

m!n

∣∣∣∣m(0)
〉
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣−

Wmn

Emn
+

∑

m′!n

Wmm′Wm′n

EmnEm′n
−WmnWnn

E2
mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

简并微扰论

在 Ĥ0 不存在简并时，只要微扰项足够小使得微扰贡献远小于未受微扰时两能级

间距，从而保证微扰展开的序列收敛就可以了。但当体系存在简并时，首先我们也无

法确定微扰初态处于哪一个简并态上；其次使用非简并微扰方法来处理简并态之间的

微扰贡献会得到无穷大修正的怪异结论，

δE ∼ Wnm

E
(0)
n −E(0)

m

∼ 有限
0

.

下面我们以二维各项同性谐振子为例说明此问题。体系未受微扰时的哈密顿算符是

Ĥ0 =
p2x + p2y
2m

+ V̂ (x,y) =
p2x + p2y
2m

+
1
2
mω2

(
x2+ y2

)
.

一维谐振子的本征函数为

|0⟩ =
(mω
πh̄

)1/4
e−η

2/2,

|1⟩ =
(mω
πh̄

)1/4√
2ηe−η

2/2,

其中 η =

√
mω
h̄

x。二维谐振子的基态能量和本征函数为

E0 = h̄ω, |0,0⟩=
√

mω
πh̄

e−(ξ
2+η2)/2.

第一激发态能量为 E1 = 2h̄ω，其本征函数是二重简并，

|1,0⟩=
√

mω
πh̄

√
2ηe−(ξ

2+η2)/2,

|0,1⟩=
√

mω
πh̄

√
2ξe−(ξ

2+η2)/2,



第 章 定态微扰论

现施加一个小微扰作用

Ŵ = αmω2xy,

其中 α 是小量。因为

〈
0,0

∣∣∣Ŵ
∣∣∣0,0

〉
=

〈
1,0

∣∣∣Ŵ
∣∣∣1,0

〉
=

〈
0,1

∣∣∣Ŵ
∣∣∣0,1

〉
= 0,

所以在一阶微扰水平上 Ŵ 并不影响 |0,0⟩，|1,0⟩ 和 |0,1⟩。在二阶微扰水平上，
〈
1,0

∣∣∣Ŵ
∣∣∣0,1

〉
! 0,

此时二阶微扰修正是无穷大，微扰理论就完全失效了。但我们知道，一个小扰动绝对

不会毁坏原来的二维谐振子，什么地方错了哪？

加入微扰后，物理体系的完整哈密顿算符是

Ĥ =
p2x + p2y
2m

+
1
2
mω2(x2+ y2) +αmω2xy.

前面微扰理论失效的主要原因是我们无法通过未受微扰的哈密顿算符的本征函数来

有效地逼近完整哈密顿算符的本征函数。我们注意到 Ĥ0 具有二维旋转对称性——

x − y 平面内任意方向都是等价的——从而导致体系存在简并。但微扰作用破坏了此
旋转对称性。明显，当 x = +y 和 x = −y 时，微扰作用具有完全不同的行为

V̂ =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

+αmω2x2, x = +y,

−αmω2x2, x = −y.

施加微扰后，原来 x−y 平面内的旋转对称性被破坏，微扰作用在 x−y 平面内选取了
两个特殊方向 x = ±y，从而使得完整的势能函数 V (x,y) +W (x,y) 成为一个椭圆势

函数（其长短轴分别沿着 x = +y 和 x = −y 方向），

V (x,y) +W (x,y) =
1
2
mω2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣(1+α)

(
x+ y√

2

)2
+ (1−α)

(
x − y√

2

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

这是原坐标系中整体势函数的表达式。用 |1,0⟩ 和 |0,1⟩ 的线性组合来表示整体哈密
顿算符的本征函数较为复杂。我们可以选取为 x = ±y 方向为新坐标系的 x′ 和 y′ 方

向来简化势函数

V (x,y) +W (x,y) =
1
2
mω2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣(1+α)

(
x′√
2

)2
+ (1−α)

(
y′√
2

)2⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

此时整体哈密顿算符的本征函数是沿椭圆势长轴的谐振子本征函数和沿椭圆势短轴

的谐振子本征函数的直积表示。因为未受微扰体系存在简并（具有旋转对称性），我

们可以选择 x = ±y 方向为坐标轴来描述未受微扰体系的本征矢。施加微扰 Ŵ 后，体

系的本征矢就不会发生剧烈变化。值得注意的是：椭圆势的长短轴方向与微扰强度
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（α）无关，仅仅和微扰势的形式（xy）有关。由于微扰贡献，物理体系的基态能量本

征值变化为

h̄ω −−−−−→ h̄ω
√
1±α ≈ h̄ω

(
1± α

2

)
.

故而，微扰引起的体系能量劈裂大小和微扰强度紧密相关。

在一阶微扰水平上我们有

Ŵψ
(0)
a + Ĥ0ψ

(1)
a = E

(0)
a ψ

(1)
a + E

(1)
a ψ

(0)
a .

用
〈
ψ
(0)
b

∣∣∣∣ 标积上述方程可得
〈
ψ
(0)
b

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

a

〉
=

(
E
(0)
a −E(b)

b

)〈
ψ
(0)
b

∣∣∣∣ψ
(1)
a

〉
+E

(1)
a δab.

当 E
(0)
a = E

(0)
b = E

(0)
0 而且 ψ

(0)
a 和 ψ

(0)
b 正交时，上式右方为 ，当左方并不一定为 。

为解决此矛盾，就要求
〈
ψ
(0)
b

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ(0)

a

〉
= 0。这就意味着：在 Ĥ0 的本征值 E

(0)
0 所张

开的希尔伯特空间中重新定义基矢，并使得新基矢是 Ŵ 的本征函数，从而有
〈
ψ
′(0)
b

∣∣∣Ŵ
∣∣∣ψ′(0)a

〉
= λaδab.

具体方法如下：

设 E
(0)
ℓ 有 fℓ 重简并：

Ĥ0φ
(0)
ℓk = E

(0)
ℓ φ

(0)
ℓk , (k = 1,2, · · · , fℓ).

取零级波函数为

φ
(0)
ℓ =

fℓ∑

k=1

a
(0)
ℓk φ

(0)
ℓk ,

代入到物理体系的薛定谔方程

(Ĥ0+λŴ )ψ = Eψ

可得

λ0 : Ĥ0ψ
(0)
ℓ = E

(0)
ℓ ψ

(0)
ℓ

λ1 : Ĥ0ψ
(1)
ℓ + Ĥ1ψ

(0)
ℓ = E

(0)
ℓ ψ

(1)
ℓ + E

(1)
ℓ ψ

(0)
ℓ .

令波函数的一级微扰修正为 ψ
(1)
ℓ ，并将之展开为 Ĥ0 本征函数的线性组合

ψ
(1)
ℓ =

fℓ∑

k=1

φ
(0)
ℓk a

(1)
ℓk +

∑

ℓ′!ℓ

φ
(0)
ℓ′ a

(1)
ℓ′ℓ .

用 φ
(0)
ℓm 标积上式可得 Ŵ 在 Ĥ0 本征子空间 {φ(0)

ℓk } 的本征方程：

✟✟✟✟✟✯
E
(0)
ℓ a

(1)
ℓm +

fℓ∑

k=1

〈
φ
(0)
ℓm

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
a
(0)
ℓk =✟✟✟✟✟✯

E
(0)
ℓ a

(1)
ℓm +E

(1)
ℓ a

(0)
ℓm
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即
fℓ∑

k=1

[〈
φ
(0)
ℓm

∣∣∣Ŵ
∣∣∣φ(0)
ℓk

〉
−E(1)

ℓ δmk

]
a
(0)
ℓk = 0, (m = 1,2, · · · , fℓ).

非零解要求 ∣∣∣∣∣∣
(
Ŵ

)
mk
−E(1)

ℓ δmk

∣∣∣∣∣∣= 0,

从中我们可以解得微扰作用的一级能量本征值（E
(1)
ℓ ）和相应的本征波函数（a

(0)
ℓk ）

E = E
(0)
ℓ +E

(1)
ℓn , ψ

(0)
ℓn =

∑

k

φ
(0)
ℓk a

n(0)
ℓk .

例 ）二重简并体系

我们首先考虑一个简单的例子。设 Ĥ0 的某能级 E
(0)
0 具有二重简并，简并态为

Ĥ0ψ
(0)
1 = E

(0)
0 ψ

(0)
1 , Ĥ0ψ

(0)
2 = E

(0)
0 ψ

(0)
2 ,

并设这两个态构成完备集。对物理体系施加一个微扰 Ŵ，物理体系的薛定谔方程的

矩阵形式如下

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= E

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

薛定谔方程具有非平庸解的条件是

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
E
(0)
0 +λW11 −E λW12

λW21 E
(0)
0 +λW22 −E

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠= 0,

从中解出

E± = E
(0)
0 +

λ
2
(W11+W22)±

λ
2

√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21 .

等式右边第二项是平均值修正，和非简并微扰相同，而第三项导致能级分裂从而解除

简并。相应的本征函数为

a
(±)
1

a
(±)
2

=
2W12

(W22 −W11)∓
√
(W11 −W22)

2+ 4W12W21

即

ψ(±) ∝ a
(±)
1 ψ1+ a

(±)
2 ψ2.

和前面讨论的二维谐振子情况类似，能级劈裂依赖于微扰作用 Ŵ 的强弱，但微扰后

波函数的正确组合形式是由微扰作用的形式（Wij）决定，与微扰作用强弱无关。
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如果 W11 =W22 = 0 且 W12 =W21 = V ! 0，那么微扰将会将将两个简并态“完
全混合”起来。此时，

E± = E
(0)
0 ±V , a

(±)
1 = ∓a(±)2 ,

即

E+ = E
(0)
0 +V : ψ =

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
(φ1 −φ2) ,

E− = E
(0)
0 −V : ψ =

1√
2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠=

1√
2
(φ1+φ2) .

例 ）斯塔克效应

在均匀外电场中氢原子的哈密顿算符为

Ĥ = − h̄
2

2µ
∇2 − e2

4πϵ0r
︸!!!!!!!!!!!!!!︷︷!!!!!!!!!!!!!!︸

Ĥ0

+ eεz︸︷︷︸
Ŵ

.

氢原子的 n = 2 能级存在四重简并，

φnℓm = φ200,φ210,φ21−1,φ211.

因为哈密顿算符和 ẑ 对易，[Ĥ ,z] = 0，所以 ẑ 算符不改变 L̂z 的本征值，这意味着不

为零的微扰矩阵元仅存在于 ∆m = 0 的态之间。其次，z 是奇函数，所以 Ŵ 不为零的

微扰矩阵元的初末态必须具有相反的宇称。综上所述，在 {φ2ℓm} 子空间中不为 的

微扰矩阵元是

〈
φ200

∣∣∣ẑ
∣∣∣φ210

〉
=

1
32πa20

∫
e
− r
a0

1
a0

r

(
2− r

a0

)
eεr cos2θ sinθdθdφr2dr = −3eεa0.

在 Ĥ0 表象中 Ĥ 的本征方程是

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−E(1) −3a0eε 0 0

−3a0eε −E(1)
1 0 0

0 0 −E(1) 0

0 0 0 −E(1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a
(0)
1

a
(0)
2

a
(0)
3

a
(0)
4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0.

从中可以解得

E
(1)
1 = −3a0eε : ψ

(0)
21 =

1√
2
(φ200+φ210)
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E
(1)
2 = +3a0eε : ψ

(0)
21 =

1√
2
(φ200 −φ210)

E
(1)
3 = 0 : ψ

(0)
23 = φ21−1

E
(1)
4 = 0 : ψ

(0)
24 = φ211.

变分法

变分法使用于研究体系的基态，对于求解激发态并不是很有用。它的优点是并不

要求哈密顿算符含有一个无量纲小量，也不要求哈密顿算符可以分解为主体和微扰两

部分，甚至还不要求物理体系在特定极限下具有精确解。通常变分法被用于研究强关

联物理系统，例如分数霍尔效应。变分法是否工作取决于试探波函数的选取，而这要

求有非常好的物理直觉——大量的经验。

变分法的理论基础是：

物理体系的哈密顿量在任一合理的试探波函数中的平均值必然大于或等于体系

的真实基态能量。
♣

证明：

设 Ĥ 的本征函数组为 {φ0,φ1,φ2, · · · ,φn, · · · , · · · }，这些本征函数分别对应于本征
值 E0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ · · ·。任意一个平方可积的波函数都可以用 Ĥ 本征函数组展开

ψ =
∑

k

Ckφk .

物理体系的哈密顿算符在 ψ 中的平均值是

⟨H⟩ =

∑

k,k′
C∗kCk′

〈
φk′

∣∣∣Ĥ
∣∣∣φk

〉

∑

k,k′
C∗kCk′

〈
φk′

∣∣∣φk
〉 =

∑

k,k′
C∗kCk′Ekδkk′

∑

k

|Ck |2

=

∑

k

|Ck |2Ek

∑

k

|Ck |2

≥ E0

变分法的基本思路总结如下：

根据物理图像选取含一组参量的试探波函数 ψ(r⃗,α1,α2, · · · )



变分法

求出能量平均值
〈
Ĥ

〉
α1,α2,···

=

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 ;

对 α1,α2, · · · 求极值来确定 α
(0)
1 ,α(0)

2 , · · ·

/
〈
Ĥ

〉

/α1
=
/
〈
Ĥ

〉

/α2
= · · ·= 0,

从而得到物理体系真实基态能量的上限，

E0 ≤
〈
Ĥ

〉
α
(0)
1 ,α(0)

2 ,··· .

变分法是否成功取决于我们是否选取好的试探波函数和参数集合。如果我们猜测的试

探波函数和基态波函数非常接近，那么调节参数 αi 得到的能量最小值就会接近真实

的基态能。独立变量的选取直接影响到变分法是否工作。一个好的物理学家可以通过

多年经验和物理直觉来选取合适的试探波函数形式和参量。变分法的优点和缺点都是

非常明显的。

虽然波函数的选取依赖于我们的判断和选择，但有一个客观判据可以告诉我们

那种选择最好。因为真实基态能量总是小于
〈
Ĥ

〉
ψ
，所以给出更小的

〈
Ĥ

〉
ψ
的试

探波函数更好。此时试探波函数和真实基态波函数的重叠更大。

缺点是我们永远无法判断所选的试探波函数离真实的物理解有多近，因为我们

不知道所选的试探波函数是否覆盖了整个物理体系的希尔伯特空间。

基态能量的具体数值并不能够告诉我们波函数的具体信息，但为什么调节参数使得能

量平均值最小就可逼近真实的物理解（包括能量和波函数）？

设试探波函数 ψ 中能量平均值为

〈
Ĥ

〉
ψ
=

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 .

将试探波函数 ψ 对其参数做变分 δψ ≡∑
i /ψ//αi 可得

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

=

〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 +

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣δψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2

[〈
δψ

∣∣∣ψ
〉
+

〈
ψ

∣∣∣δψ
〉]

=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉
[〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉
+

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)∗] −
〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2

[〈
δψ

∣∣∣ψ
〉
+

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)∗]

=
2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
ψ
∣∣∣Ĥ

∣∣∣ψ
〉

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2 2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)

=
2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣Ĥ
∣∣∣ψ

〉)

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉 −

〈
Ĥ

〉
ψ

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

(〈
δψ

∣∣∣ψ
〉)
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=
1

〈
ψ

∣∣∣ψ
〉2ℜ

[〈
δψ

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉]

如果在参数点 α(0) =
{
α
(0)
i

}
处 ⟨H⟩ψ 最小化，即

δ
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0,

则有

ℜ
(〈
δψ

∣∣∣Ĥ − ⟨H⟩ψ
∣∣∣ψ

〉)
∣∣∣∣∣∣∣
α=α(0)

= 0.

因为它对全部 δαi 都成立，所以
〈
/ψ
/αi

∣∣∣Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
= 0, (i = 1,2, · · · ).

此即态矢量 (Ĥ −
〈
Ĥ

〉
ψ
)
∣∣∣ψ

〉
和

∣∣∣∣∣
/ψ
/αi

〉
都正交。当选取足够多的独立参数时，我们可以

得到 (
Ĥ − ⟨H⟩ψ

) ∣∣∣ψ
〉→ 0⃗ (空矢),

因为在希尔伯特空间中只有空矢才和所有矢量正交。上式也可写作为

Ĥ
∣∣∣ψ

〉
=

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
,

即
∣∣∣ψ

〉
接近 Ĥ 的本征值为

〈
Ĥ

〉
ψ
的本征矢。引入越多的独立变量将使 Ĥ

∣∣∣ψ
〉
更接近

〈
Ĥ

〉
ψ

∣∣∣ψ
〉
。

氢原子基态

下面我们以氢原子基态为例使用变分法求解氢原子基态能量。首先我们根据对称

性猜测氢原子基态的波函数不依赖于电子的具体方位（θ,φ），所以波函数应该只和径

向距离有关，即 ψ(r⃗) ∼ ψ(r)。波函数几率诠释要求波函数可以归一化，
∫

d3r⃗ |ψ(r)|2 = 4π
∫ ∞

0
r2dr |ψ(r)|2 = 1,

所以波函数的量纲是 [长度]−3/2。物理是关于具有量纲的物理量的科学。为了描述距

离，我们需要引入一个带有长度量纲的常数（记作为 a），用 a 作为丈量距离的计量

单位。这里 a 是待定的常数。我们猜测试探波函数的形式为

ψ(r) = a−3/2f
( r
a

)
,

其中 f (z) 是无量纲变量 z 的无量纲函数。波函数在无穷远处收敛的条件要求

f (z) = e−x, e−x
2
, 或其他形式。



为什么微扰论可以给出物理体系整体的性质？

其实我们作弊了，因为我们已经知道氢原子基态波函数是指数衰减的。一般情形下波

函数形式的选取是非常困难的。

首先选取 ψ(r) ∼ e−r/a 形式，归一化后试探波函数为

ψ(r) =
1√
πa3

e−r/a.

动能平均值和势能平均值分别为
〈
p⃗2

2m

〉
=

1
πa3
−h̄2
2m

∫
4πr2dre−

r
a

(
d2

dr2
+

2
r
d
dr

)
e−

r
a =

h̄2

2ma2
〈
−e

2

r

〉
=

1
πa3
−e2
r

∫
4πrdre−

2r
a = −e

2

a
,

所以能量平均值为

⟨E⟩= h̄2

2ma2
− e2

a
.

变分条件给出

/⟨E⟩
/a

= −2 h̄2

2ma3
+

e2

a
= 0 =⇒ a =

h̄2

mee2
= aB.

我们所得 a 就是玻尔半径。之所以得到这个精确解是因为我们一开始选择的波

函数就是氢原子的基态波函数的正确形式。

选择试探波函数为高斯函数，

ψ(r) =
( 2
πa2

)3/2
e−

r2

a2 .

动能平均值、势能平均值和总能量平均值分别为
〈
p⃗2

2m

〉
=

3h̄2

2ma2
〈
−e

2

r

〉
= −e

2

a
2
√
2√
π

,

⟨E⟩ =
3h̄2

2ma2
− e2

a
2
√
2√
π

.

能量最小值要求

/⟨E⟩
/a

= − 3h̄
2

ma3
+

e2

a2
2
√
2√
π

= 0 =⇒ a =
3
√
π h̄2

2
√
2mee2

相应的最小能量平均值为

E = − 4
3π

e4me

h̄2
= 0.85×E精确解0 .

即便我们选取错误的试探波函数，但最终还是得到比较好的结果（误差在 15%

之内）。
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为什么微扰论可以给出物理体系整体的性质？

考虑微扰作用后，体系的能量和波函数都要发生变化。为什么一个小微扰会改变

整个体系的状态？或者说，为什么小微扰可以给出物理体系的完整哈密顿算符的本征

态形式哪？

诺贝尔奖得主 给出一个经典物理的实例。考虑一个二维或三维

空间中运动粒子。设其势函数为 V (x) 且 V (x) 可以分解为非微扰部分 V0(x) 和微扰

部分 δU(x)

V (x) = V0(x) + ϵU(x), (ϵ≪ 1).

令 x⃗n 为 V0(x) 最小值处的坐标（x⃗n 也可以是多个数值），所以整体势函数 V (x) 的

最小值应该在 x⃗n 附近。我们令 V (x) 的最小值在 x⃗n+ δx⃗n 处，其中 δx⃗n 为 ϵ 级别的

小量，

/V (x)
/xi

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n+δx⃗n

=
/
[
V0(x⃗) + ϵU (⃗x)

]

/xi

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n+δx⃗n

= 0.

将上述方程按 ϵ 展开

✚
✚
✚

✚✚❃
0

/V0(x⃗)
/xi

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n

+ ϵ
/U(x⃗)
/xi

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n

+
∑

j

/2V0(x⃗)
/xi/xj

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n

(δx⃗n)j +O(ϵ2) = 0,

第一项为零是因为 x⃗n 是 V0(x⃗) 的局域最小值所处的坐标。从上式我们得到

∑

j

/2V0(x⃗)
/xi/xj

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n

(δx⃗n)j = −ϵ
/U(x⃗)
/xi

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗n

设 V0(x) 的最小值并非仅仅是全局的一点，而是在一条轨迹 x⃗ = x⃗(s) 上，其中 s

参数完全地描述刻画最小值曲线。所以，对所有的 s 都有

/V0(x⃗)
/xi

∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

= 0.

将上式对 s 微分可得，V0(x⃗) 最小值轨迹方程满足如下条件：

∑

j

/2V0(x⃗)
/xi/xj

∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

dxj(s)

ds
= 0.

此时，势函数 V (x) 最小值的偏离量 δx⃗(s) 遵从如下方程

∑

j

/2V0(x⃗)
/xi/xj

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

δx⃗j(s) = −ϵ
/U(x⃗)
/xi

∣∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

.

两边同时乘以
dxi
ds
并对 i 求和。等式左方是

∑

i

∑

j

/2V0(x⃗)
/xi/xj

∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

δx⃗j(s)
dxi(s)
ds
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=
∑

j

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
∑

i

/2V0(x⃗)
/xi/xj

∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

dxi(s)
ds

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦δx⃗j(s)

= 0.

等式右方是
∑

i

/U(x⃗)
/xi

∣∣∣∣∣∣
x⃗=x⃗(s)

dxi(s)
ds

=
dU

(
x⃗(s)

)

ds
= 0.

这说明，为了保证微扰 ϵU(x) 使粒子从其原始平衡位置处仅仅发生微小偏离，粒子

的初始条件和势函数要满足如下两个条件：

首先，此粒子在初始时刻要处于非微扰 V0(x) 的极小值曲线 x⃗ = x⃗(s) 上的某点

处，记作为 x⃗(s0)。

其次，在此初始位置 x⃗(s0) 处，微扰 ϵU(x⃗) 也必须是最小化的。

只有满足上述两个条件，才可以保证粒子仅仅发生一个小偏离。
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